Ciqgi liczbowe.

(Powtorzenie do matury czesé IV)

Zagadnienia do powtorzenia :
-definicja ciqgu, wzor ogolny i rekurencyjny,
-monotonicznos¢ ciqgu, granice ciqgow,
-ciqgi arytmetyczne i geometryczne orazg ich wlasnosci,
-szereg geometryczny zbieiny i jego suma,
-zastosowanie szeregu geometrycznego w rownaniach, nierownosciach i funkcjach,

Przyktadowe zadania powtdrzeniowe.

Zad. 1.0blicz po pig¢ poczatkowych wyrazoéw ciagu danego wzorem:

\ d =1
4n ¢ =
aa =(-1)"-n*, bb = , ©) . d)dd, =1
! ( ) ! " cn+1 = 2cn - 4 ) ’
dn+2 = dn+l +dn
3 2
Zad.2.Ktore wyrazy ciagu g, = n—dn —9nt 36 sa rowne zeru ?
n’ +4n
Zad.3.Ktore wyrazy ciagu b, =10+9n — n” sa liczbami dodatnimi ?
Zad.4.7Zbadaj monotonicznos¢ ciagu :
3n 7 n+1) 1+2+...+n n-1
a)a, = ,b)bn:5-3",c)cn:2n2—10n,d)dn=— e)en:uf)fn: - )

2n+1 2 (n+3)n!’ n’ n
Zad.5.Wyznacz liczby X, ) tak, aby ciag (2,x, y) byl geometryczny, a ciag (x, y,30) arytmetyczny.

Zad.6.Wykaz, ze ciag dany wzorem a, = 7 —4n jest ciagiem arytmetycznym.

Zad.7.Wykaz, ze jezeli ciag (an ) jest arytmetyczny, to ciag (n +a, ) jest tez arytmetyczny.

Zad.8. W ciagu arytmetycznym (an ): a,+a, =31a,-a, =1.Wyznacz wzér ogélny tego ciagu.

Zad.9.0blizc sumg 15 poczatkowych wyrazow ciagu danego wzorem @, = 4n —1.

Zad.10.0blicz sum¢ wyrazow od jedenastego do dwudziestego szdstego (wlacznie) ciagu arytmetycznego (an ) w ktorym

a, = J2 ,a, = 22

Zad.11.1le wyrazow ciagu arytmetycznego (1,5,9,1 3,...) daje w sumie 780 ?

Zad.12.Ciag arytmetyczny sklada si¢ z n + 5 wyrazéw. Wiadomo, ze suma n poczatkowych wyrazéw S, = 42, suma nastepnych

trzech wyrazéw rowna jest —33, a suma dwoch ostatnich to —42. Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciagu.

Zad.13.Dla jakich warto$ci X € (0;7[ ) nastgpujace liczby 7gx,2sin 2x, ctgx w podanej kolejnoéci tworza ciag arytmetyczny?

Zad.14.Liczby :log, (x - 6), log, 2x,log, (xz + Sx) sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Oblicz sume

pigtnastu poczatkowych wyrazoéw tego ciagu.
Zad.15.0bwod trojkata prostokatnego rowny jest 60 cm ,a dlugosci jego bokow tworza ciag arytmetyczny. Znajdz dlugosci bokdw i

pole trojkata.
Zad.16.Wyznacz wzor og6lny ciagu , w ktorym suma n poczatkowych wyrazoéw okreslona jest wzorem :
3n’
a) Sn:2n2—3n, b) S = .
n+1

Zad.17. Zbadaj, czy ciag okreslony wzorem @, = =- 37" jest geometryczny.

Zad.18.Wyznacz iloraz ciagu geometrycznego, w ktérym a, = 2,1 oraz a5 = —1,0752.
Zad.19.Sprawdz, czy ciag (3\/5 -5, \/g -1, \/5 + l)jest geometryczny.

Zad.20.0blicz sumeg o$miu poczatkowych wyrazoéw ciagu geometrycznego, w ktorym a, = —3,a; = —12.

Zad.21.0blicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego o ilorazie q=3 , w ktérym suma pigciu poczatkowych wyrazow réwna jest 363.
Zad.22.Ciag geometryczny ma parzysta liczb¢ wyrazow. Suma wyrazow o wskaznikach parzystych wynosi 12, a suma wyrazoéw o
wskaznikach nieparzystych 24. Jaki jest iloraz tego ciagu ?

Zad.22.Trzy liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Ich suma rowna jest 42. Jesli najwigksza z tych liczb zmniejszymy
0 6, a pozostatych nie zmienimy, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

1



Zad.23.Wyrazy ciagu geometrycznego spetniaja warunki: suma wyrazow pierwszego i piatego rowna jest 51, a suma wyrazow
drugiego i szostego rowna jest 102. Ile poczatkowych wyrazoéw tego ciagu daje w sumie 3069 ?

Zad.24.Dla jakich wartos$ci x liczby : % sin x, oS X, gx , wzigte w podanej kolejnoéci tworza ciag geometryczny ?
Zad.25.Liczba a jest pierwiastkiem rownania log,, 8a’ = (a2 - 1X2a - 3), za$ b warto$cia wyrazenia
— 6,\/5 (COS 150° —sin120° ) Wyznacz x iy tak, aby ciag (a, X, b) byt ciagiem geometrycznym, natomiast ciag

(x, y,b) -ciagiem arytmetycznym.
Zad.26.Dla jakich warto$ci x dany szereg geometryczny jest zbiezny:

a) 25 4 (20) 4+ (22) +...,
b) log, x + (log, x)* +(log, x) +...,

¢) cosx + 2sin xcosx +4sin’ XxcCosx +.... -
Zad.27.Zamien utamki okresowe na utamki zwykte:

a) 2,3(69), 1) 0,00(123), ¢ 4,(54), 4 —9.87(6).
Zad.28.Suma S wszystkich wyrazow nieskoficzonego ciagu geometrycznego rowna jest 3 4 Suma trzech pierwszych wyrazow tego

ciagu réwna jest 3. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu. Dla jakiej wartoci n spetniona jest rowno$é S — S, 24

Zad.29.W nieskonczonym ciagu geometrycznym zbieznym suma wyrazow roéwna jest 32, a suma logarytmow przy podstawie dwa
trzech jego poczatkowych wyrazow réwna jest 18. Wyznacz ten ciag.

Zad.30.Jaka liczba jest q, jesli suma szeregu geometrycznego q2 +q 4+ q4 + ... jest liczba mniejsza od 0,5 ?
Zad.31.Rozwiaz rdbwnania :
a) logx+log” x+log’ x+...=1,

b) 1+ cosx+cos> x+cos’ x+...=2 dla x €(0;2),
©) 1+tgx+tg2x+...=§(3+\/§),gdzie xe(0;2n>,

3 3 3 v 1; 20’ +5n=3
d it (14+x)? + (1+x) to=x ’111_1)72 2+4+6+...+2n *

Zad.32.Rozwiaz nierownosci:
a) 2x9+(2x9) +(2x9) 4 <x8
.X

4 1 >

b) log, x + (log, x)* + (logg x)° +.. < lim L2

Zad.33.0blicz sumg wszystkich wyrazéw ciagu o ilorazie ¢ = 3 wiedzac, ze jego pierwszy wyraz jest rozwigzaniem

n+3
réwnania 5 =15

Zad.34.0blicz granice:
3 N 10 —-2.3" .1 v+ (2n-1 N/
o lim 230 200 310 223 I3 St Qe e Fne3 2
e Apt +n? e 30 410" n—® 4n+3 o Jdn —1

e) l1m(J2n+3 N 5) f) hm( On’ +2n+4 — ),g) lim n2(0,1+0,01+...+10_"),

n—»o N—00 2_3n2

15
| | 2 _ 2 _ 2 2
h)lim—n'(n+1) i lim n 2]+ +7) Y] Fam Mt e et W ity |
e (g —1)l(n +2)1 7 ne (\/;)15 _3 a2 3 4 n
. (1 1 , 1 1( 1 1 j
Klim| —+ —+ —+... + wskazowka == ——— .
e\ 1.3 3.5 5. (2n-1)-(2n+1) (2k-1)-2k+1) 2\ 2k—-1 2k+1
o - o (k+4p®—n .
Zad.35. a) Dla jakiej warto$ci parametru k granica ciagu q, = —_— jestréwna 2 ?
4-3n
o . . kn®> =3 .
b)Dla jakiej warto$ci parametru k ciag @, = -———=——— jest rozbiezny do + 0 ?
(k—1n* +n
3
¢) Dla jakiej wartoéci parametru k ciag g = (2k—22)n —3n jest rozbiezny do — o0 ?
! kn” +1



Zad.36.Wykaz,ze jesli liczby dodatnie a,,a,,d,,...a,
loga,,loga,,log a,,..loga, s& kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, to liczby

Zad.37.0blicz pole powierzchni catkowitej prostopadloscianu o objetosci 27 i przekatnej dlugosci -,/91 wiedzac, ze dlugosci jego

trzech krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka tworza ciag geometryczny.
Zad.38.0blicz sumg :

2) 1+11+111+...+111...1
—

b)1+2-2+3-2° +4-2° +5-2* +..100- 2.
Zad.39.Suma wszystkich wyrazéw ciagu geometrycznego réwna jest 2 , a suma kwadratéw wszystkich wyrazow tego ciagu
Rowniez rowna jest 2 . Wyznacz wzor og6lny takiego ciagu.

Zadania testowe.
Zad.40.Suma n pierwszych wyrazow ciagu ¢, wyraza si¢ wzorem S, = 3n® +2n dlan=1,23,.... Woéwczas

a) Cn = 6n - 1 > b) ZC/HI = Cn + cn+2 > C) cmg cn niejeSt geometrYCZHY'
Zad.41 .Pola powierzchni catkowitej czworoécianéw foremnych stanowia ciag geometryczny o ilorazie 64. Wowczas
a) ich wysokoSci tworza ciag geometryczny o ilorazie 32,
b) ich objetosci tworza ciag geometryczny o ilorazie 512,
c) bryty te sa podobne.

Zad.42 .Ciag (b,) jest geometryczny. Wowczas
. b’l . . . .
a) szereg Z(Lz) jest zbiezny, jezeli b, < by,
n=1

b) lim2" =0 jeseli b, <b,

n—»0
c) ciag b, +b,,, jestarytmetyczny.
Zad.43 .Si6dmy wyraz i rdznica nieskonczonego ciagu arytmetycznego sa niezerowymi liczbami calkowitymi. Czy wszystkie wyrazy
tego ciagu moga by¢ rownoczesnie liczbami:
a) parzystymi, b) nieparzystymi, ¢) ujemnymi.

a
Zad.44 .Ciagi (a,,) i (bn) okreslone sa wzorami a, = 2002-4" +21*'-3" b =5".Ciag ¢, = b—" jest:

a)zbiezny, b) geometryczny, c)ograniczony.
Zad.45 .Ciag (an ) okreslony jest wzorem a, = n® +10n +1.Wobec tego:
a) pierwszy wyraz ciagu (Cln ) jestrowny 12;
b) trzeci wyraz ciagu (a,, ) jest rowny 40;
c) wszystkie wyrazy ciagu sa liczbami dodatnimi.
Zad.46 . Wykresem ciagu o wzorze ogblnym a, = 2n+1 jest:
a) prosta, b) potprosta, ¢)zbior punktow lezacych na jednej proste;j.
9
Zad.47 .Ciag (an) okre$lony jest wzorem a, = —— . Wobec tego:
n
a) wszystkie wyrazy ciagu (a,, ) sa liczbami ujemnymi,
b) doktadnie dwa wyrazy ciagu (Cl,, ) sa liczbami catkowitymi,
c) wszystkie wyrazy ciagu sa liczbami wymiernymi.
Zad.48 .Jesli ciagi (a,) i (b,
a) a, <b, dlakazdego k € N _,

) okreslone sa wzorami a, = n’ + nz,bn =n’ +10000, to

b) a, <b, dlakazdej liczby naturalnej k wigkszej od 100,
¢) a, =b, dladokladnie jednej liczby naturalnej k.

Zad.49 . O ciagu (a,,) wiadomo, ze dla kazdego n>1 zachodzi nieréwnos¢ a,,_, - a, < 0. Wobec tego:
a)a,,-a,, >0 dlakazdego n>1,

b)jesli @, <0 to @y >0,
ojesli a; >0,to a,;, >0.

Zad.50 . Liczba wszystkich trzywyrazowych ciagéw ze zbioru {!,?} jest rowna:
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a) 2; b) 8; c)9.

Zad.51 .Ciag (an ) jest rosnacy. Wynika stad, ze ciagiem rosnacym jest tez ciag (bn ) dany wzorem:
ayb =n-a,, b)bn:(an)z, b =5-a,.

Zad.52 .Wszystkie wyrazy rosnacego ciagu (a " ) sa rozne od zera. Wynika stad, ze:

n+l

a
a)—— >1 dlakazdego ne N,
a

n

a
b) 2150 dlakazdego ne N,

n

a
c)istnieje co najwyzej jedna taka liczba n € N, ,ze <0,

Zad.53 . (an ) jest ciagiem arytmetycznym , w ktorym a, = 1000, a,,,, = 999 . Zatem:

a) wszystkie wyrazi ciagu (an ) sa liczbami dodatnimi,

b) prawie wszystkie wyrazi ciagu (an ) sa liczbami dodatnimi,

C) prawie wszystkie wyrazi ciagu (an ) sa liczbami ujemnymi.
Zad.54 . Jesli (an ) i (bn ) sa ciagami arytmetycznymi, to rOwniez ciagiem arytmetycznym jest ciag (Cn ) , gdzie:
ayc,=a,+b,, byc,=a,-b,, cc,=a,-b,.
Zad.55 .Rozwazmy ciag geometryczny (an ) o ilorazie q.

a) jesli ¢>1 to ciag jest rosnacy, b) jesli @, <0 i g € (0;1) to ciag jest rosnacy, ) jesli @; < 01 g>1 ,to ciag jest malejacy.
Zad.56 .Liczby a,b,c,d sakolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego i abed # 0 .Wynika stad, ze :

3
a) ¢’ =bd , b)i:(fj , ¢)ad = bc.
a \b

Zad.57 .Dany jest ciag (an ) . Ktore ze zdan jest prawdziwe:

a) jesli (an) jest zbiezny to jest ograniczony,

b) jesli (an) jest ograniczony i rosnacy to jest zbiezny,

c) jesli (an ) jest ograniczony z dotu i malejacy, to jest zbiezny.



